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!"#$%& '( )$*+ #%*,- ./% 0%"*#/1*+ ,%&2&10*0"/1 T13
 !"#$%&'%)"# "* +",-./0&1 2)%. #34"#1, *1/$
4"5&1 #&1&%*+"2&6 7$*6%*1#+& G 8& 2-*++ 6&1/0& 9: G′ 0-& #%*,- *%"2"1# 9: *++"1#
9+*< %&2,3 8-"0& 5&%0"&2 /. G 9+*< %&2,3 8-"0& 5&%0"&2 /. G′3
=/12"6&% /1& /. /$% ,%&5"/$2 &>*?,+&2( * 9",*%0"0& #%*,- G 8"0- 9+*< 5&%0"&2
P = {x1, . . . , , x15} *16 8-"0& 5&%0"&2 L = {y1, . . . , y15} *16 * 2$92&0
K ⊂ P × P × P 0-*0 6&@1&2 0-& 0%"*1#+&23 A0*%0"1# .%/? 0-"2 0%"*1#$+*%
,%&2&10*0"/1B 8& /120%$0 * ,/+:-&6%/1B 8-/2& .*&2 *%& mC#/1&2 *16 8-/2&
mC5&%0"&2 -*5& +"1<2 G /% G′3
D&0 w = z1 . . . zm 9& * 8/%6 /. +&1#0- m "1 0-%&& +&00&%2 aB b *16 c3 E22$?& 0-*0
z1 = aB z2 = b *16 z3 = c *16 0-*0 w 6/&2 1/0 /10*"1 ,%/,&% ,/8&%2 /. 0-& +&00&%2
aB b *16 cB 0-*0 "2B zm 6= a *16 zt 6= zt+1 ./% *++ t = 1, . . . ,m− 13
F& 6&@1& GH 2$- 8/%62 w 8"0- 0-& -&+, /. 0-& 0%"*1#+&2 (xi, xj , xk) *2 ./++/82( !/%
&*- /. 0-& IH 0%",+&2 (xi, xj, xk) "1 K 8& 0*<& * JC/5&% (x
1
i , x
2
j , x
3
k)B (x
2
i , x
3
j , x
1
k) *16
(x3i , x
1
j , x
2
k)3 K-& 0%",+&2 *%& :+"B 2/ 8& *1 *2 8&++ 8%"0& 0-&? *2 (x
1
i , x
2
j , x
3
k)B
(x1k, x
2
i , x
3
j ) *16 (x
1
j , x
2
k, x
3
i )3 L: #+$&"1# 0/#&0-&% 0%"*1#+&2 8"0- 0-&2& 8/%62 /1 0-&
9/$16*%:B 8& 8/$+6 /90*"1 * ,/+:-&6%/1 8"0- 0%"*#/1*+ GH .*&2 *16 J 5&%0"&2B
&*- /. 0-&? 8"0- 0-& #%/$, G *2 0-& +"1<3
K-&1 8& /120%$0 GH mC0$,+&2B /1& /%%&2,/16"1# 0/ &*- /. 0-&2& 1&8 0%",+&2( ./%
0%",+& (x1α, x
2
β , x
3
γ) 8& 6&@1& *1 mC0$,+&B 8-"- /%%&2,/162 * 8/%6 w 8"0- a = x
1
αB
b = x2β *16 c = x
3
γ 3 F& 1/8 -*5& GH 2$- mC0$,+&2 0-*0 &*- /. 0-&? 20*%02 9: /1&
/. 0-& 0%",+&2B *16 0-&1 /10"1$&2 8"0- m− 3 ?/%& +&00&%2 "1 2/?& /%6&% 6&@1&6 9:
0-& 8/%6 w "1 0-& +&00&%2 aB bB *16 c3
M. 8& #+$& 0-& mC#/1&2 8"0- 0-&2& 8/%62 /1 0-& 9/$16*%: 0/#&0-&% 9: 0-&"% 2"6&2
 !"$ %&' %&(&  
!"#$!!$% &'() *"+$ !$(($,*- ,$*.$('01 2,'$0("('20- &$ 2#("'0 " .2!3)$%,20 &'() 45
m6120"! 7"$* "0% m 8$,('$*- &)') "!! )"8$ ()$ !'09 G 2, G′: ;)$ (3.$ 27 ()$ !'09
"0 #$ *$$0 7,2+ ()$ !$(($,* 27 ()$ $%1$* +$$('01 "( ()"( 8$,($<: =$(
Sign(ab) = Sign(bc) = Sign(ca) = 1
"0%
Sign(ba) = Sign(cb) = Sign(ac) = −1.
;)$0 72, 8$,($< t = 1, . . . ,m− 1 ()$ 1,2>. Gt 27 ()$ !'09 '* G '7 Sign(zt, zt+1) = 1
"0% G′ '7 Sign(zt, zt+1) = −1: ?2, ()$ !"*( 8$,($< &$ )"8$ Gm = G '7
Sign(zm, a) = 1 "0% G
′
'7 Sign(zm, a) = −1:
@$ %$02($ ()$ *$( 27 m6(>.!$* #3 Tm: ;)>* &$ )"8$ ()$ 72!!2&'01
 !"#$"% &'('  !" #$%&" %()*+,*"- ),$)"* Tm ⊂ P × · · · × P .) # /%012%(#0
/+")"(*#*.%(3 4* -"5(") # /%01!"-+%( X 6!%)" 7#") #+" m82%(") #(- 6!%)" m
&"+*.") !#&" 0.(9) G %+ G′3
 !!"#$%& '
T1 : 1 2 10 3 9 15 14 4 13 6 7 11 8 12 5
T2 : 1 2 10 3 9 15 14 4 13 7 6 11 8 12 5
T3 : 1 2 10 3 15 5 11 4 8 9 12 7 13 14 6
T4 : 1 2 10 3 15 5 11 4 8 9 13 7 12 14 6
T5 : 1 2 10 4 3 15 8 14 6 5 11 13 12 7 9
T6 : 1 2 10 4 5 15 7 12 6 9 3 11 14 13 8
T7 : 1 2 10 4 5 15 7 12 6 13 3 14 11 9 8
T8 : 1 2 10 4 15 7 13 5 12 9 14 11 8 6 3
T9 : 1 2 10 6 4 15 9 7 13 14 11 5 12 8 3
T10 : 1 2 10 8 15 5 7 11 3 12 9 6 13 4 14
T12 : 1 2 10 15 6 4 7 13 12 14 8 9 11 5 3
T14 : 1 2 10 15 9 3 7 11 14 12 4 6 8 13 5
T18 : 1 2 15 3 4 10 12 11 5 9 13 14 8 6 7
T19 : 1 2 15 3 5 10 11 4 12 9 6 7 8 13 14
T20 : 1 2 15 4 5 10 3 12 6 13 8 14 11 9 7
T21 : 1 2 15 5 3 10 4 9 14 6 13 8 11 7 12
T24 : 1 2 15 6 4 10 12 3 5 14 13 11 8 9 7
T26 : 1 2 15 10 4 3 5 14 7 8 6 11 9 13 12
T28 : 1 2 15 10 9 6 11 5 4 7 3 14 8 13 12
T31 : 1 6 10 9 7 8 4 2 14 11 13 5 15 3 12
T38 : 2 3 4 12 7 5 8 14 13 11 15 6 1 10 9
T39 : 2 3 5 4 13 10 7 6 8 9 1 15 11 12 14
T40 : 2 3 5 7 11 4 12 14 8 1 10 13 9 15 6
 !"$ %&' %&(&  
 !!"#$%& ''
T1 : 1 10 1
15 2 1
11 9 2
14 3 2
7 4 3
15 13 3
8 6 4
12 11 4
5 8 5
10 12 5
6 14 6
7 12 7
13 9 8
14 15 9
13 11 10
T2 : 1 10 1
15 2 1
11 9 2
14 3 2
7 4 3
15 13 3
8 6 4
12 11 4
5 8 5
10 12 5
7 14 6
12 7 6
13 9 8
14 15 9
13 11 10
T3 : 1 10 1
15 2 1
11 3 2
14 5 2
7 4 3
15 8 3
8 9 4
12 12 4
9 6 5
13 13 5
8 11 6
10 13 6
9 14 7
10 12 7
15 14 11
T4 : 1 10 1
15 2 1
11 3 2
14 5 2
7 4 3
15 8 3
8 9 4
12 13 4
9 6 5
13 12 5
8 11 6
10 12 6
9 14 7
10 13 7
15 14 11
T5 : 1 10 1
15 2 1
11 4 2
14 3 2
8 6 3
14 8 3
7 5 4
15 13 4
6 9 5
14 12 5
11 12 6
7 11 7
15 9 8
10 13 9
12 13 10
T6 : 1 10 1
15 2 1
11 4 2
14 5 2
4 7 3
7 6 3
12 12 3
15 9 4
8 8 5
14 13 5
9 14 6
11 9 6
15 13 7
10 12 8
13 11 10
T7 : 1 10 1
15 2 1
11 5 2
14 4 2
4 7 3
7 6 3
12 12 3
15 13 4
8 8 5
14 9 5
9 11 6
11 13 6
15 9 7
10 12 8
13 14 10
T8 : 1 10 1
15 2 1
11 4 2
14 7 2
5 12 3
8 5 3
10 13 3
7 9 4
15 14 4
8 6 5
7 13 6
11 9 6
13 15 8
14 12 9
12 11 10
T9 : 1 10 1
15 2 1
11 4 2
14 6 2
5 9 3
8 7 3
10 13 3
8 5 4
14 14 4
10 12 5
7 12 6
15 9 6
8 11 7
15 13 9
12 13 11
 !"$ %&' %&(&  
T10 : 1 10 1
15 2 1
11 8 2
14 5 2
3 11 3
9 7 3
5 9 4
7 6 4
11 12 4
13 13 5
9 12 6
10 13 6
15 8 7
15 14 8
12 14 10
T12 : 1 10 1
15 2 1
11 6 2
14 4 2
5 7 3
8 12 3
10 13 3
9 9 4
13 8 4
5 11 5
8 7 6
14 14 6
15 15 7
10 12 9
13 12 11
T14 : 1 10 1
15 2 1
11 3 2
14 9 2
9 14 3
13 7 3
4 12 4
7 6 4
5 8 5
10 13 5
9 8 6
10 12 6
15 15 7
13 11 8
12 14 11
T18 : 1 15 1
10 2 1
11 3 2
14 4 2
7 5 3
15 12 3
8 13 4
14 9 4
9 6 5
11 8 5
7 8 6
11 12 6
10 13 7
14 10 9
15 13 12
T19 : 1 15 1
10 2 1
11 3 2
14 5 2
7 4 3
15 12 3
8 6 4
12 9 4
8 13 5
14 8 5
7 9 6
12 11 6
10 13 7
14 10 9
15 13 11
T20 : 1 15 1
10 2 1
11 5 2
14 4 2
3 6 3
15 12 3
7 8 4
15 13 4
8 7 5
14 9 5
9 11 6
11 13 6
10 9 7
12 12 8
13 14 10
T21 : 1 15 1
10 2 1
11 5 2
14 3 2
8 4 3
14 9 3
6 6 4
15 13 4
7 7 5
15 12 5
14 11 6
11 13 7
9 12 8
10 9 8
13 12 10
T24 : 1 15 1
10 2 1
11 4 2
14 6 2
3 12 3
8 5 3
8 13 4
14 14 4
9 7 5
11 9 5
7 8 6
15 12 6
10 13 7
11 10 9
15 13 12
T26 : 1 15 1
10 2 1
11 4 2
14 3 2
9 5 3
13 7 3
8 6 4
14 8 4
6 12 5
15 13 5
7 9 6
11 10 7
14 12 8
13 11 9
15 12 10
 !"$ %&' %&(&  !
T28 : 1 15 1
10 2 1
11 6 2
14 9 2
4 11 3
7 4 3
12 5 3
9 14 4
8 13 5
12 8 5
9 8 6
13 7 6
14 10 7
15 12 10
15 13 11
T31 : 1 10 1
15 6 1
3 7 2
8 9 2
12 8 2
5 4 3
11 14 3
6 11 4
15 13 4
9 15 5
10 12 5
14 11 6
8 13 7
14 9 7
13 12 10
T38 : 5 2 1
6 4 1
13 3 1
10 7 2
15 12 2
11 14 3
14 8 3
12 15 4
13 11 4
9 10 5
13 9 5
9 8 6
10 11 6
8 15 7
14 12 7
T39 : 4 2 1
7 3 1
12 5 1
10 13 2
15 10 2
11 6 3
14 8 3
7 15 4
15 9 4
12 11 5
13 14 5
8 9 6
12 7 6
11 13 8
14 10 9
T40 : 4 2 1
6 5 1
14 3 1
10 7 2
15 11 2
11 8 3
14 12 3
9 13 4
13 10 4
12 15 5
13 9 5
8 9 6
10 12 6
7 15 7
11 14 8
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